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Sentenced to drift far away now,
Nothing is quite what it seems,

Sometimes entangled in your own dreams.
“Well, if we can help you we will,

Soon as you’re tired and ill.
With your consent

We can experiment further still”.

Genesis, Entangled
(Tony Banks, Steve Hackett)

A Trick of the Tail, 1976



Indice

1 Piccola panoramica teorica 9
1.1 Stati puri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2 Stati misti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.1 Traccia di un operatore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3 Il qubit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.1 Derivazione delle matrici di Pauli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.4 Stati entangled . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Il paradosso di EPR 17
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Introduzione

Nell’esperimento di Meccanica Quantistica (MQ) che abbiamo condotto si è avuto modo di
osservare uno dei fenomeni più affascinanti della teoria che ha prodotto molto dibattito tra i
fisici e, con il contributo della stampa, ha conosciuto toni molto accesi: quello dell’entanglement.

Figura 1: Titolo apparso sul The New York Times il 4 maggio 1935, 11 giorni prima della
pubblicazione su Physical Review.

Questo esperimento è stato svolto nel contesto del corso intitolato “Quantum Optics”, per
il dottorato in Ingegneria delle Telecomunicazioni per l’anno accademico 2014/15, ed è stato
allestito presso i Laboratori Luxor di via Trasea 7, Padova, dal dott. Marco Tomasin e dal dott.
Matteo Schiavon ed eseguito alla presenza della classe e del prof. Villoresi per illustrare il modo
di produrre stati entangled e di riconoscere questi stati tra le migliaia di eventi concomitanti
che si verificano durante la misura.

Lo scopo dell’esperimento è quello di verificare sperimentalmente la violazione della disu-
guaglianza di Bell.

La disuguaglianza di Bell è un’espediente matematico che il fisico irlandese John Bell ha
escogitato nel 1964 e serve come ago della bilancia per stabilire se il mondo quantistico sia o
meno reale e locale.

Quello che succede durante l’esperimento è che misure eseguite in due sistemi remoti su uno
stato entangled, rivelano istantaneamente proprietà fortemente correlate (non località) e che
le grandezze fisiche non esistono se non le osserviamo (non realtà), contrariamente a quanto
possiamo invece sostenere per il mondo macroscopico a cui la nostra specie è abituata da un
milione di anni di evoluzione. Non c’è nessuna realtà portata dallo stato di una particella se
noi non la osserviamo. Il fatto stesso di osservarla produce realtà.

Einstein, nei suoi dialoghi con Abraham Pais (fisico e suo biografo), stigmatizzò questa
circostanza con la celebre affermazione riportata in questo frammento della conversazione:

Camminavamo, io e Einstein, lungo la strada che dall’Institute for Advanced
Study conduceva alla sua abitazione, quando ad un tratto egli si fermò. “Veramente
è convinto – mi chiese – che la luna esista solo quando la si guarda?”. [G]
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Egli dedicò un suo famoso articolo, ormai noto come articolo o paradosso EPR [E], dal nome
dei suoi tre autori, all’argomento della realtà fisica. Sono venuto a conoscenza di questo articolo
durante una mia convalescenza due anni fa ed il fatto che giusto quest’anno mi sia trovato a
studiarlo a fondo ha per me un valore epifanico. Il 15 maggio di quest’anno (2015), infatti,
questo articolo compie 80 anni. Ne parlerò estesamente per cercare di dipanare il ragionamento
molto arguto con il quale Einstein e i suoi collaboratori, all’epoca e per molti anni a seguire,
misero in seria difficoltà la comunità dei fisici.

Gli argomenti della MQ, nella formulazione ortodossa della scuola di Copenhagen, non
piacevano ad Einstein che dimostrò, secondo lui, come la MQ fosse una teoria incompleta.
Solo dopo quasi vent’anni si è dimostrato che aveva ancora una volta ragione, quando aveva in
mente il realismo locale, cioè una teoria in cui le quantità fisiche esistono indipendentemente
dall’osservazione (realtà) e in cui i sistemi non interagiscono istantaneamente (localismo). Solo
che non gli è riuscita la reductio ad absurdum perché la MQ è fatta proprio cos̀ı! Tuttavia gli
va riconosciuto il merito di aver toccato in modo molto profondo un punto debole della MQ e
di aver contribuito con i dubbi che ha insinuato a far meglio comprendere il mondo cos̀ı com’è.

John Bell ha dimostrato, nel 1964, un teorema che dice: ok EPR, volete una teoria che sia
reale che locale? allora dovrà necessariamente soddisfare questo requisito: una certa combi-
nazione delle correlazioni tra le variabili del sistema descritto da questa teoria, deve dare un
risultato minore o uguale a due. Non è un teorema di MQ, ma spiega come debba funzionare
una teoria reale e locale e fornisce un criterio per stabilire quantitativamente come la MQ ed il
realismo locale siano incompatibili: utilizzando la MQ la disuguaglianza di Bell viene violata.

La Meccanica Quantistica infatti prevede quantità che non hanno realtà fisica: ad esempio,
possiamo misurare la posizione di una particella con precisione (è reale) ma non possiamo
allo stesso tempo conoscere l’impulso (non è reale). Infatti Einstein fece questa premessa che
riteneva una condizione sufficiente, detto male: “Una quantità è reale se possiamo prevederla
con certezza prima di misurarla”.

Detto bene:

Se, senza disturbare in alcun modo un sistema, possiamo predire con certezza
(cioè con probabilità eguale a uno) il valore di una quantità fisica, allora esiste un
elemento di realtà fisica corrispondente a questa quantità fisica.

Con ciò egli voleva dimostrare che la Meccanica Quantistica era incompleta. Per fare questo
architetta un esperimento di pensiero tutto sommato semplice ma formidabilmente sottile nel
quale dimostra che l’informazione simultanea sia sulla posizione che sull’impulso sono preesi-
stenti dal punto di vista di un esperimento remoto rispetto al primo misuratore, dimostrando
che però il formalismo della MQ non ne consente l’accesso.

La reazione di Bohr fu alquanto curiosa: passò da un’esagitazione scomposta, alla ricerca di
un immediata risposta, ad un atteggiamento decisamente più conciliante quando si rese conto
che l’argomento di EPR non era affatto banale. Il suo collaboratore Léon Rosenfeld ricorda
cos̀ı quella circostanza:

Questo attacco ci colp̀ı come un fulmine a ciel sereno. Il suo effetto su Bohr fu
enorme... Una nuova difficoltà non poteva presentarsi in un momento meno propi-
zio. Tuttavia, non appena Bohr ascoltò la mia relazione sull’argomento di Einstein,
abbandonò ogni altro problema. Eccitatissimo Bohr iniziò immediatamente a det-
tarmi lo schema di una risposta. Quasi subito, tuttavia, egli si fece esitante: “No,
questo non basta, dobbiamo tentare tutto da capo, dobbiamo essere assolutamente
chiari...”. Continuò cos̀ı per un certo tempo mentre aumentava in lui la meraviglia
per l’insospettata acutezza dell’argomento. Il mattino seguente egli riprese improvvi-
samente a dettare ed io fui colpito dal cambiamento nel tono delle frasi: in esse non
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vi era più alcuna traccia del netto dissenso del giorno precedente. Alla mia osser-
vazione che egli sembrava aver assunto una posizione più conciliante, egli sorrise:
“Questo è un segno – disse – che stiamo cominciando a capire il problema”.

Rispose con un articolo con lo stesso titolo, ovviamente rispondendo affermativamente alla
domanda; una parte dei fisici si schierò con lui e prese per buona la sua risposta, ma per molti
la cosa non fiǹı l̀ı, fino ad arrivare all’epilogo siglato dal fisico irlandese John Bell diciannove
anni dopo.

E chi ha ragione? La MQ o il ragionamento di Bell sul test di realismo locale? La domanda
corretta è

“La Natura è come la dipinge la MQ o è reale e locale?”

Facciamo decidere agli esperimenti.
Ebbene, gli esperimenti indicano inesorabilmente che ha ragione la Meccanica Quantistica:

immancabilmente la misura di questa quantità è maggiore di due, venendo a costituire una
violazione della diseguaglianza di Bell. Quindi una delle due ipotesi, località o realtà, è falsa,
o lo sono entrambe.

Il risultato delle misure è semplicemente l’individuazione ed il conteggio di eventi correlati
(semplice da punto di vista concettuale, ma tecnicamente molto sofisticato) e vale la pena, dal
mio punto di vista, inquadrare in modo completo nella cornice della teoria tutto l’esperimento
per comprenderne l’importanza nel contesto scientifico e storico ed il fascino per un fenomeno
davvero bizzarro e foriero di cos̀ı tante aspettative nelle applicazioni.

I concetti coinvolti in questo esperimento sono parecchi, e colgo l’occasione per esporre in
modo completo questi argomenti, nei limiti dello scopo di questo lavoro.

Voglio ringraziare Paolo Villoresi per avermi generosamente accolto nuovamente, dopo ven-
t’anni, tra i suoi studenti; Pino Vallone, un fisico teorico di talento che ho conosciuto proprio
al Niels Bohr Institute di Copenhagen undici anni fa e che ora fa parte della bella squadra di
Quantum Future al DEI di Padova.

E i miei pazienti compagni di corso Laura Vittadello, Alberto Donazzan, Elia Mantoan,
Marco Tomasin; in particolare Francesco Vedovato con il quale, in una chiacchierata notturna,
abbiamo sviscerato l’esperimento EPR.
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Capitolo 1

Piccola panoramica teorica

Qui riporto brevemente alcuni richiami di MQ utili per inquadrare il formalismo matematico
con cui si descrivono il fenomeno dell’entanglement, gli stati misti, le matrici di Pauli. Ho
scelto strettamente gli argomenti che mi occorrevano per comprendere ciò che segue nei capitoli
successivi.

1.1 Stati puri

Uno stato quantistico o quantico è rappresentato da un vettore |ψ〉 di uno spazio di Hilbert
H. Una misura proiettiva proietta uno stato su uno dei suoi autovettori. In modo formale un
proiettore è un operatore associato all’autovettore n-esimo |ψn〉 e all’autovalore n-esimo λn:

Πn : H → H (1.1)

|ψ〉 7→ Πn|ψ〉 = λn|ψn〉 (1.2)

che soddisfa le proprietà:

1. idempotenza:

Π2
n = Πn (1.3)

2. completezza: ∑
n

Πn = I (1.4)

La probabilità che durante una misura un sistema nello stato |ψ〉 venga rivelato trovarsi
nell’autostato |ψn〉 è

pn = P [|ψ〉 = |ψn〉] = 〈ψ|Πn|ψ〉 = λn. (1.5)

Di questo semplice fatto riesco anche a dare una dimostrazione:

〈ψ|Πn|ψ〉 =
∑
k

λk〈ψk|ψn〉 =
∑

λkδnk = λn (1.6)

Le proprietà della funzione probabilità impongono
∑

n pn =
∑

n λn = 1.

Ogni operatore di misura M̂ (che corrisponde alla grandezza fisica M) è esprimibile come
combinazione lineare di proiettori secondo i suoi autovalori:

M̂ =
∑
n

λnΠn (1.7)

9
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M̂ è anche detto essere una osservabile e la sua aspettazione è:

〈M̂〉 =
∑
n

λnpn =
∑

λn〈ψn|ψn〉 = 〈ψ|M̂ |ψ〉 (1.8)

Notiamo che ogni proiettore lungo l’autovettore |ψi〉 può scriversi nella notazione Πi =
|ψi〉〈ψi|; infatti

(|ψi〉〈ψi|)|ψ〉 = |ψi〉〈ψi|ψ〉 = |ψi〉(
∑
k

λkψk) = λi|ψ〉 = Πi|ψ〉 (1.9)

Il proiettore può anche intendersi come proiezione, anziché lungo una “direzione”, più in
generale su un sottospazio 1:

ΠH1 =
M∑
k=1

|ψk〉〈ψk| (1.10)

con M = dimH1. Se M = N = dimH allora la famiglia di operatori {Πi, i = 1, . . . n}
costituisce una decomposizione dell’operatore identità:

I =
N∑
k=1

|ψk〉〈ψk| (1.11)

1.2 Stati misti

Nel caso in cui non sia noto a priori lo stato in cui si trova il sistema, ma siano solo note le
probabilità che esso si trovi in un particolare stato, si dice che siamo nel caso di stati misti.

Ho avuto qualche difficoltà a riconoscere che in questo contesto si parla di due diverse
concezioni di probabilità. Credo di avere risolto in questo modo la questione: lo stato quantistico
è di per sé un oggetto il cui modulo quadrato è una probabilità, ma è una probabilità intrinseca
dell’oggetto, non qualcosa che dipende dalla nostra ignoranza o da disturbi che si frappongono
tra lo stato e l’osservatore. In sostanza si distingue tra probabilità ontologica, che è quella
peculiare della MQ, e probabilità epistemica che è quella dovuta al rumore sui dati. Il concetto
di stato misto è un concetto squisitamente epistemico: si tratta di un’incertezza classica sugli
stati. Uno stato misto può essere composto anche di stati puri disturbati da rumore [NZ].

L’insieme {pi, |ψi〉} costituisce un ensemble. La possibilità di rappresentare uno stato con un
operatore, come fatto nel caso dei proiettori, ci consente di generalizzare il concetto di operatore
stato (nomenclatura adottata da [LB]) o, più tradizionalmente, di operatore densità:

ρ =
∑
n

pnΠn =
∑
n

pn|ψn〉〈ψn| (1.12)

L’operatore densità cos̀ı definito ha le proprietà:

i) ρ† = ρ (hermitiano)

ii) ρ ≥ 0 (definito positivo)

iii) Tr(ρ) = 1 (perché la somma delle probabilità è 1)

Quindi nell’equazione di Schrödinger vedremo comparire come incognita non una funzione
d’onda ma un operatore.

1Ad esempio in R3 ha senso proiettare un vettore su un piano
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1.2.1 Traccia di un operatore

La traccia di un operatore hermitiano Â è la somma dei suoi valori diagonali. La traccia è
invariante per cambi di base, per cui, diagonalizzando l’operatore, possiamo anche dire che la
sua traccia è pari alla somma dei suoi autovalori.

Quindi, se calcoliamo il valore di aspettazione di un operatore hermitiano M̂ (associato
all’osservabile M):

〈M̂〉 =
∑
n

pn〈ψn|M |ψn〉 (1.13)

ma 〈ψn|M |ψn〉 è il valore n-esimo sulla diagonale della matrice associata a M̂ e quindi l’aspet-
tazione di M̂ è la traccia di ρM̂ :

〈M̂〉 = TrρM̂ (1.14)

1.3 Il qubit

Il qubit è il sistema quantistico più semplice che possiamo descrivere: quello bidimensionale.
Esso può essere realizzato fisicamente con lo spin di un elettrone o la polarizzazione di un
fotone, per esempio.

L’operatore stato per un sistema bidimensionale è una matrice quadrata

ρ =

(
a b
c d

)
(1.15)

con le restrizioni sui suoi quattro elementi (a, b, c, d) derivanti dalle proprietà dell’operatore
densità:

i) ρ è hermitiano, per cui c = b∗

ii) ρ è definito positivo, per cui det ρ = ad− |c|2 ≥ 0

iii) Tr(ρ) = a+ d = 1

Mettendo insieme le equazioni derivanti da queste tre proprietà si ha:

det ρ = a(1− a)− |c|2 ≤ 1

4
(1.16)

Si hanno stati puri ogni qualvolta che det ρ = 0.

1.3.1 Derivazione delle matrici di Pauli

Nel problema generale posto dall’equazione di Schrödinger per un sistema a due stati |+〉, |−〉:

i~
d|+〉
dt

= H11|+〉+H12|−〉 (1.17)

i~
d|−〉
dt

= H21|+〉+H22|−〉 (1.18)

è possibile determinare i coefficienti della matrice hamiltoniana H nel caso della soluzione
particolare

|±〉 = a1,2e
−(i/~)Et (1.19)

che diventa un sistema di equazioni lineari nelle incognite a1,2

(E −H11)a1 −H12a2 = 0 (1.20)

−H21a1 + (E −H22)a2 = 0 (1.21)
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Questo sistema dipende dal parametro energia E ed è un sistema di equazioni lineari omogeneo
che ammette soluzioni non banali (non il solo vettore [0, 0]′) se e solo se il determinante è nullo
(ovvero se il rango del sistema è < 2), il che si traduce in una equazione algebrica di secondo
grado le cui soluzioni sono:

E1,2 =
H11 +H22

2
±
√

(H11 −H22)2

4
+H12H21 (1.22)

Sia µ il momento magnetico intrinseco dell’elettrone. Esso si può immaginare in modo
fugace come una trottola che gira attorno a se stessa, ma quanto più insistiamo ad usare questa
metafora tanto più rischiamo di andarci a fare del male.

Se sottoponiamo l’elettrone ad un campo magnetico B esso assumerà un’energia

E = −µ ·B (1.23)

Ora sappiamo dalla MQ che il valore dello spin lungo una direzione qualsiasi è ±~/2, essendo
l’elettrone in una sovrapposizione dei due stati di base |+〉, |−〉.

Le equazioni di Schrödinger per questi due vettori di base sono:

i~
d|+〉
dt

= H+|+〉 (1.24)

i~
d|−〉
dt

= H−|−〉 (1.25)

L’operatore hamiltoniano ammette quindi questa rappresentazione matriciale:

H =

(
−µBz 0

0 +µBz

)
(1.26)

Quindi abbiamo un caso particolare della (1.22) in cui H11 = −H22 e H21 = H12 = 0 che
riguarda il caso in cui B sia diretto lungo l’asse z.

In generale, cioè per orientazioni qualsiasi del campo magnetico, valgono le (1.22) e le energie
in gioco non cambieranno, anche se potranno cambiare le equazioni di stato. Queste energie le
scriveremo, in modo generale, come:

E1,2 = ∓µ
√
B2
x +B2

y +B2
z (1.27)

Dovendo ottenere E1 = −E2, nella (1.22) vuol dire che il primo addendo è nullo ed il secondo:

(H11 −H22)2

4
+H12H21 = µ2(B2

x +B2
y +B2

z ) (1.28)

Ora il primo termine della somma a primo membro è uguale al primo termine della somma a
secondo membro (dalla 1.26) per cui rimane

|H12|2 = µ2(B2
y +B2

x) (1.29)

(essendo H12 = H∗21) che si può suddividere nelle due equazioni

H12 = −µ(Bx − iBy) (1.30)

H21 = −µ(Bx + iBy) (1.31)

Dunque la matrice hamiltoniana generale per qualsiasi direzione del campo magnetico B è

H = −µ
(

Bz Bx − iBy

Bx + iBy −Bz

)
(1.32)
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Questa espressione si può scrivere per il generico elemento di matrice H ij come

H ij = −µ(σijx Bx + σijy By + σijz Bz) (1.33)

dove le tre matrici

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
(1.34)

sono le matrici di spin di Pauli.2

Le matrici di spin di Pauli assieme alla matrice identità di R2 costituiscono un gruppo (il
gruppo SU(2)). Tre queste matrici sussistono le seguenti relazioni di (anti)commutazione3:

[σi, σj] = 2iεijkσk (1.35)

{σi, σj} = 2δijI (1.36)

σ2
x = σ2

y = σ2
z = I (1.37)

con {i, j, k} permutazione degli indici {x, y, z} e εijk tensore di Ricci e Levi-Civita.

Proposizione 1 (Decomposizione secondo le matrici di Pauli). Ogni matrice hermitiana 2× 2
può scriversi come combinazione lineare delle matrici di Pauli σ = (σx, σy, σz) secondo un

opportuno vettore di coefficienti ~b = (bx, by, bz)
′ detto vettore di Bloch:

ρ =
1

2

(
I +~b · σ

)
=

1

2

(
1 + bz bx − iby
bx + iby 1− bz

)
(1.38)

Il determinante di ρ = 1− b2
x− b2

y − b2
z per cui per tutti i vettori di norma 1 si ha: det ρ = 0

ossia se |~b|2 = 1 abbiamo gli stati puri. Il luogo dei punti dello spazio per cui |~b|2 = 1 è una
sfera, detta sfera di Bloch. All’interno della sfera troviamo gli stati misti. I punti azimutali
hanno un significato particolare:

• intersezione della sfera con l’asse z positivo: in questo caso bx = by = 0, bz = +1 e

ρ =

(
1 0
0 0

)
; (1.39)

e l’operatore densità degenera nello stato puro |0〉

• intersezione della sfera con l’asse z negativo: in questo caso bx = by = 0, bz = −1 e

ρ =

(
0 0
0 −1

)
; (1.40)

e l’operatore densità degenera nello stato puro |1〉. In questi ultimi due casi la (1.38) si
può scrivere come

ρ = I + σz; (1.41)

• intersezione della sfera con l’asse x positivo: in questo caso bz = by = 0, bx = +1 e

ρ =
1

2

(
1 1
1 1

)
= I + σx; (1.42)

e l’operatore densità degenera nello stato puro 1√
2
(|0〉 + |1〉); per il punto antipodale

abbiamo lo stato 1√
2
(|0〉 − |1〉)

2L’uso degli indici in basso o in alto ha qui solamente valore di comodità di scrittura, nessun riferimento a
teorie covarianti.

3Il commutatore è l’operatore [A,B] = AB −BA. L’anticommutatore è l’operatore {A,B} = AB +BA.
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• intersezione della sfera con l’asse y positivo: in questo caso bz = bx = 0, by = +1 e

ρ =
1

2

(
1 −i
i 1

)
= I + σy; (1.43)

e l’operatore densità degenera nello stato puro 1√
2
(|0〉 + i|1〉); per il punto antipodale

abbiamo lo stato 1√
2
(|0〉 − i|1〉).

Ricordiamo dalla, (1.9) che un proiettore Pψ si può scrivere nella forma |ψ〉〈ψ|. Dimostriamo
che

Proposizione 2. Se |ψ〉 e |ψ⊥〉 sono due vettori ortonormali che corrispondono a stati con
spin nella direzione +~a e −~a, allora il proiettore Pψ = |ψ〉〈ψ| è equivalente all’operatore Ŝ~a =
1
2
(1 + ~a · ~σ).

Dimostrazione. Il proiettore Pψ è hermitiano quindi, in generale, suscettibile di una rappresen-
tazione matriciale di questo tipo:

Pψ =
~
2

(
α β
β∗ 1− α

)
Ma, per la Proposizione 1, una matrice di questo tipo si può scomporre in funzione delle matrici
di Pauli da cui la tesi. (In realtà rimane da dimostrare che i parametri α, β dipendono dalla
direzione ~a).

Scriviamo dunque Ŝ~a = Ŝ come

Ŝ =
1

2
(1 + ~a · ~σ)− 1

2
(1− ~a · ~σ) = |ψ〉〈ψ| − |ψ⊥〉〈ψ⊥| (1.44)

Proposizione 3. Gli autostati di Ŝ sono |ψ〉 e |ψ⊥〉 e gli autovalori sono +1 e −1.

Dimostrazione. Segue dal calcolo che

Ŝ|ψ〉 = |ψ〉〈ψ|ψ〉 − |ψ⊥〉〈ψ⊥|ψ〉 = 1|ψ〉

e analogamente

Ŝ|ψ⊥〉 = |ψ〉〈ψ|ψ⊥〉 − |ψ⊥〉〈ψ⊥|ψ⊥〉 = −1|ψ⊥〉.

Abbiamo in definitiva dimostrato che

Proposizione 4. L’operatore associato alla misura dell’osservabile S lungo la direzione ~a è

Ŝ = ~σ · ~a (1.45)

dove ~σ è il vettore (σx, σy, σz) delle matrici di spin di Pauli.
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1.4 Stati entangled

Nel caso di sistemi quantistici indipendenti ogni sottosistema si può rappresentare con un
vettore di uno spazio di Hilbert e lo spazio complessivo è il prodotto tensoriale dei singoli spazi
dei sottosistemi. Si dice anche che lo stato è fattorizzabile.

Un esempio di stato fattorizzabile è lo stato

|Φ〉 = |ψ1〉|ψ2〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 (1.46)

Qui l’operatore di prodotto tensoriale si può leggere anche come ”E”, nel senso che lo stato
complessivo è composto dallo stato del sistema 1 E lo stato del sistema 2.

Esistono casi in cui il sistema complessivo non si può scrivere come prodotto. Un caso
particolare che non si può esprimere come prodotto tensoriale di due stati, uno appartenente a
H1 appartenente a H2, è lo stato di singoletto:

|ψ〉 =
1√
2

(|+−〉 − | −+〉) (1.47)

che è un caso di stato entangled, ed è un rappresentante di un insieme di stati entangled tipici
detti stati di Bell:

|Ψ±〉 =
1√
2

(|01〉 ± |10〉) (1.48)

|Φ±〉 =
1√
2

(|00〉 ± |11〉) (1.49)

(1.50)

Supponiamo di avere due spazi di Hilbert di dimensione 2, H1 e H2, e di considerare i due
stati:

|ψ1〉 = a1|0〉+ b1|1〉 ∈ H1, |ψ2〉 = a2|0〉+ b2|1〉 ∈ H2 (1.51)

Il prodotto tensoriale di questi due stati è:

a1b1|00〉+ a1b2|01〉+ a2b1|10〉+ a2b2|11〉. (1.52)

Ci chiediamo se sia sempre possibile esprimere un qualsiasi stato come prodotto tensoriale
di due versori, e la risposta è no. In generale uno stato qualsiasi dello spazio prodotto sarà
espresso come

α|00〉+ β|01〉+ γ|10〉+ δ|11〉 (1.53)

per cui sarà possibile fattorizzare questo stato se e solo se

a1b1 = α

a1b2 = β

a2b1 = γ

a2b2 = δ

Nel caso in cui questa operazione riesca, lo stato si dice fattorizzabile. Nel caso contrario
non fattorizzabile o entangled. Questo attributo si potrebbe tradurre in molti modi: legato,
intrecciato, invischiato, correlato, aggrovigliato, etc. Ma non si usa farlo: si continua a usare
il termine inglese. Vedremo che in effetti che per due sistemi entangled ci sia una specie di
azione a distanza istantanea per cui una modificazione dello stato in un sistema si ripercuote
istantaneamente sullo stato dell’altro, come se i due sistemi fossero “invischiati”.

Schrödinger usò per primo questo termine (in tedesco Verschränkung) e lo defiǹı, a ragione,
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[...] non uno, ma come il tratto caratteristico della MQ, quello che impone il
suo completo distacco dalle linee di pensiero classiche. [G]

Dal punto di vista matematico l’entanglement è un fatto piuttosto semplice: è uno stato non
fattorizzabile. Ma le conseguenze nella Fisica di questa proprietà matematica sono spiazzanti,
come vedremo parlando dell’esperimento EPR.



Capitolo 2

Il paradosso di EPR

L’articolo Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Considered Complete?
[E] pubblicato in Physical Review il 15 maggio 1935 a firma di Albert Einstein, Boris Podolsky
e Nathan Rosen, affronta in maniera critica la MQ attaccandone un punto debole: la sua
completezza. Nel sommario dell’articolo si legge chiaramente lo scopo del lavoro:

In una teoria completa c’è un elemento corrispondente ad ogni elemento di realtà.
Una condizione sufficiente per la realtà di una quantità fisica è la possibilità di pre-
dirla con certezza, senza disturbare il sistema. In MQ, nel caso di due quantità
fisiche descritte da due operatori che non commutano, la conoscenza di una preclu-
de la conoscenza dell’altra. Allora, o (1) la descrizione della realtà dalla funzione
d’onda nella MQ risulta incompleta oppure (2) queste due quantità non possono
essere simultaneamente reali. Considerazioni sul problema di effettuare delle previ-
sioni su un sistema sulla base di misurazioni effettuate su un altro sistema che con
questo ha interagito in precedenza, porta al risultato che se (1) è falsa allora anche
(2) è falsa. Si è cos̀ı portati a concludere che la descrizione della realtà cos̀ı com’è
fornita dalla funzione d’onda, è incompleta.

In verità, alla fine del ragionamento condotto nella prima parte del loro lavoro (prima di
descrivere l’esperimento di entanglement) EPR aggiungono una precisazione alla condizione che
indicano come (2) nel modo seguente.

quando gli operatori corrispondenti alle due quantità non commutano, allora le due
quantità non possono avere realtà fisica simultanea.

Quando gli operatori corrispondenti alle due quantità non commutano. Cioè le realtà fisiche
simultanee sono un problema solo per osservabili non compatibili.

Se indichiamo con R(PB) la funzione di realtà per la proprietà PB (che vale VERO se PB è
reale e FALSO se non lo è), possiamo scrivere questa espressione in notazione logica:

[PB, QB] 6= 0⇒ R(PB) ∨R(QB) (2.1)

Riprenderemo dopo questa espressione. Notiamo ora che le parole chiave in questo discorso
sono tre: realtà, completezza e località. È opportuno precisarne il significato nel contesto della
MQ.

2.1 Realtà

Con realtà di una teoria si intende poter predire con certezza e senza disturbare il sistema (lo
chiamiamo sistema B o Bob, secondo una prassi consolidata in crittografia e in telecomunicazio-
ni) ogni quantità fisica oggettiva del sistema. Con oggettività si vuole dire in modo indipendente

17
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dalla misura e dall’osservatore. La quantità esiste non perché c’è qualcuno in particolare che
si prepara ad osservarla, né soltanto perché viene misurata ma esiste a priori.

Il modo operativo di come viene eseguita questa predizione è spiegato nella sezione 2.3.

Occorre anche precisare cosa intendiamo con predizione: stabilire mediante deduzione nel-
l’ambito del modello matematico quel che sarà il valore misurato.

Il formalismo quantistico prevede anche il caso in cui sia possibile predire il valore di una
grandezza ma che questa non possa essere nota con certezza ma solo con un certa probabilità
inferiore a 1. In questo caso, secondo EPR, la teoria non si può definire reale. È il caso di una
misura congiunta di due variabili coniugate (posizione e impulso) di un sistema quantistico, per
cui la conoscenza esatta della prima provoca un’incertezza sul valore della seconda.

L’articolo di EPR parte esattamente con questo esempio, definendo ad arte una funzio-
ne d’onda che sia un autostato dell’operatore impulso1: allorché si applichi questo operatore
(perché stiamo compiendo una misura sull’osservabile associata), possiamo predirne con certez-
za il valore ma allo stesso tempo, poiché lo stato non è un autostato dell’operatore posizione,
abbiamo soltanto una certa probabilità di conoscere quest’ultima. A ciò si aggiunge che è co-
munque possibile accertarsi del valore della posizione, ma non con una predizione, bens̀ı con
una misura; solo che questa misura distrugge lo stato facendolo collassare su un autostato
dell’operatore posizione e quindi perdendo ogni informazione sull’impulso. EPR concludono
questa parte asserendo che

L’usuale conclusione per questo in Meccanica Quantistica è che quando l’impulso di
una particella è noto, la sua posizione non ha realtà fisica.

Generalizzando a qualsiasi coppia di variabili coniugate, ovvero di osservabili incompatibili
(cioè i cui operatori non commutano), si afferma che siamo di fronte ad un dilemma piuttosto
drammatico:

1. la descrizione quantomeccanica della realtà data dalla funzione d’onda non è
completa, oppure

2. quando gli operatori corrispondenti alle due quantità non commutano, allora
le due quantità non possono avere realtà fisica simultanea

In altre parole, o la funzione d’onda non consente di ottenere tutti i valori della realtà
(incompletezza), oppure contiene tutte le informazioni ma in gioco ci sono quantità fisiche non
reali (non realtà), quantità che non hanno una controparte nella teoria.

2.2 Completezza

Con completezza di una teoria si intende che tutti gli elementi della realtà hanno una
controparte nella teoria. Una teoria che descrive solo la posizione x ma non l’impulso p è
incompleta.

EPR non si dilungano molto su questo concetto che dichiarano come assunto, considera-
to che possa rispondere soddisfacentemente alla domanda “La descrizione data dalla teoria è
completa?” a condizione “che siamo in grado di decidere quali siano gli elementi della realtà
fisica”.

1In generale una misura da’ come risultato un autovalore dell’operatore con certezza solo se lo stato viene
preparato in uno degli autostati dell’operatore, vedi [S], pag. 79
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2.3 Località

Questa predizione, nell’esperimento mentale costruito da EPR, viene fatta su un sistema remoto
B (o Bob) sulla base di una misurazione fatta da A (o Alice) senza che B venga minimamente
interessato da quello che sta facendo A e, in base alla teoria, dato il valore della variabile
misurata nel sistema A, poter inferire sul valore della variabile del sistema B. Se la teoria
consente di predire con certezza questo valore nel sistema B allora diciamo che la grandezza
fisica associata è reale. Da ultimo dobbiamo ammettere che, se misurassimo il valore predetto
da una teoria reale, otterremmo con probabilità 1 il valore previsto dalla teoria. Con località
di una teoria si intende che eventi che accadono in un sistema A possano influenzare un sistema
B distante ∆x solo dopo un tempo ∆x/c. In una teoria locale è esclusa l’interazione istantanea
a distanza. La condizione precisa in cui EPR si mettono è quella secondo cui se il tempo
occorrente per fare una misura al sistema A è molto inferiore a ∆x/c, allora durante il processo
di misura non vi può essere alcuno scambio di informazioni tra i sistema A e B (no signalling
hypothesis). In termini di Relatività Ristretta, si dice che Alice e Bob sono separati da un
intervallo spazio-tempo di tipo spazio2.

2.4 Il paradosso di Einstein, Podolsky e Rosen

L’articolo, in estrema sintesi, stabilisce quanto segue.

Teorema 1 (Paradosso di EPR). Se la MQ è reale e locale ⇒ non è completa.

Riprendendo l’abstract, che riporto qui per comodità isolando le proposizioni:

1. In meccanica quantistica, nel caso di due quantità fisiche descritte da due operatori che
non commutano, la conoscenza di una preclude la conoscenza dell’altra. Allora,

2. o (1) la descrizione della realtà dalla funzione d’onda nella meccanica quantistica risulta
incompleta

3. oppure (2) queste due quantità non possono essere simultaneamente reali.

4. Considerazioni sul problema di effettuare delle previsioni su un sistema sulla base di
misurazioni effettuate su un altro sistema che con questo ha interagito in precedenza,
porta al risultato che

5. se (1) è falsa allora anche (2) è falsa.

6. Si è cos̀ı portati a concludere che la descrizione della realtà cos̀ı com’è fornita dalla funzione
d’onda, è incompleta.

possiamo iniziare l’analisi di ogni singola affermazione (gran parte di queste argomentazioni
si possono trovare ad esempio in [CG]):

2In Relatività Ristretta, dato un intervallo tra eventi dello spaziotempo ∆s2 = ∆xµ∆xµ = c2(tB − tA)2 −
||xB −xA||2, se ∆s2 < 0 si dice che l’intervallo è di tipo spazio ed è il caso in cui esiste un sistema di riferimento
nel quale gli eventi avvengono contemporaneamente ma in luoghi diversi. Se ∆s2 > 0, l’intervallo di dice di tipo
tempo – gli eventi A e B avvengono nello stesso luogo in istanti diversi. Se infine ∆s2 = 0, l’intervallo si dice
di tipo luce ed esiste un raggio di luce che unisce gli eventi A e B. Solo nei casi di intervalli di tipo tempo o di
tipo luce può esistere un nesso causale tra i due eventi.
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2.4.1 Il principio di indeterminazione di Heisenberg

In meccanica quantistica, nel caso di due quantità fisiche descritte da due operatori
che non commutano, la conoscenza di una preclude la conoscenza dell’altra.

Diamo il nome PA, QA alle due proprietà misurate da Alice (e rispettivamente PB, QB alle
proprietà misurate da Bob); allora

[PA, QA] 6= 0⇒ R(PA) ∨R(QA) (2.2)

e
[PB, QB] 6= 0⇒ R(PB) ∨R(QB) (2.3)

dove la sopralineatura indica l’operatore logico di negazione (C ≡ (NOT C))

2.4.2 Incompletezza

(1) la descrizione della realtà dalla funzione d’onda nella meccanica quantistica
risulta incompleta

Osservo qui che la proposizione è formulata al negativo, come tutte le altre proposizioni, e
questo aggiunge una difficoltà in più a comprenderne il significato.

Utilizzando la notazione della logica proposizionale, definisco la proposizione al positivo: la
descrizione della realtà data dalla funzione d’onda nella Meccanica Quantistica è completa o,
più in breve:

C = La MQ è una teoria completa (2.4)

Quindi la condizione (1) è pari à C.

2.4.3 Non realtà

(2) queste due quantità (che non commutano) non possono essere simultaneamente
reali

Questa proposizione può essere scritta cos̀ı:

R = {[PB, QB] 6= 0⇒ R(PB) ∨R(QB)} (2.5)

2.4.4 Definizione dell’esperimento

Considerazioni sul problema di effettuare delle previsioni su un sistema sulla base di
misurazioni effettuate su un altro sistema che con questo ha interagito in precedenza,
porta al risultato che

Qui si precisa che facciamo le misurazioni in A e cerchiamo di predire cosa succede in B.

2.4.5 Affermazione

se (1) è falsa allora anche (2) è falsa.

Questo è il nodo principale del lavoro. Cerchiamo di scrivere questa proposizione in notazione
logica:

C ⇒ R

ovvero
C ⇒ R (2.6)

L’implicazione logica X ⇒ Y ha questa tabella di verità:
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X Y X ⇒ Y
F F V
F V V
V F F
V V V

Non do la dimostrazione ma verifico che è soddisfatta per questa proposizione:

• X = n è multiplo di 6

• Y = n è pari

Se n non è multiplo di 6 e n non è pari, l’implicazione è vera (è soddisfatta ad esempio per
n = 5)

Se n non è multiplo di 6 e n è pari, l’implicazione è vera (è soddisfatta per n = 10)

Se n è multiplo di 6 e n è dispari, l’implicazione è falsa (se n è multiplo di 6 lo è anche di
2).

Se n è multiplo di 6 e n è pari, l’implicazione è vera.

Si vede cos̀ı che l’implicazione logica ha la stessa tabella di verità dell’espressione booleana
X ∨ Y .

Quindi possiamo riscrivere la 2.6 nella forma:

C ⇒ R ≡ C ∨R (2.7)

Esplicitando R:

C ∨R = C ∨ {[PB, QB] 6= 0⇒ R(PB) ∨R(QB)} (2.8)

= C ∨ {[PB, QB] = 0} ∨ {R(PB) ∨R(QB)} (2.9)

Mi soffermo un secondo su questa espressione, essa dice che o la teoria non è completa
oppure le variabili misurabili sono compatibili, oppure una delle due proprietà non è reale. Non
ci interessiamo alla misura di variabili compatibili, per cui la condizione si riduce a:

C ∨R(PB) ∨R(QB) (2.10)

Non ho scritto nulla di nuovo ma ho semplicemente scritto il paradosso con una espressione
di logica proposizionale, spiegandomi una volta per tutte che

se (1) è falsa allora anche (2) è falsa.

equivale a dire la teoria non è completa oppure non è reale, non può essere completa e reale
allo stesso tempo.

2.4.6 Conclusione

In verità, EPR non si pongono nemmeno il problema che la teoria non sia reale, per cui si
fermano al solo caso in cui la teoria non sia completa:

Si è cos̀ı portati a concludere che la descrizione della realtà cos̀ı com’è fornita dalla
funzione d’onda, è incompleta
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2.5 Il Gedankenexperiment

L’esperimento mentale (Gedankenexperiment) che EPR formulano in 2.4 contempla due osser-
vatori, Alice e Bob, e in questo scenario Alice fa l’esperimento e prevede cosa potrebbe misurare
Bob, ma Bob non necessariamente fa la misura, è un soggetto fondamentalmente passivo, o in
attesa, un potenziale sperimentatore. Oppure è un soggetto che nella sostanza, al momento
della riconciliazione dei risultati con Alice, si limita a ratificare le previsioni di Alice poiché
tutti i suoi risultati sono perfettamente correlati con quelli di Alice.

Ora l’esperimento pensato da EPR utilizza le variabili continue posizione e impulso di
una particella portandoci a fare i conti in uno spazio di Hilbert a dimensioni infinite. Bohm
nel suo libro [B], costruisce invece l’esempio utilizzando particelle a spin 1/2 e si propone di
misurare spin up e down (che sono variabili incompatibili, come posizione e impulso) riducendo
la complessità matematica a due semplici spazi vettoriali (che continuiamo a chiamare spazi di
Hilbert, ma in realtà sono solo dei semplici spazi vettoriali lineari).

Inoltre [GK] utilizza, invece di fermioni, fotoni (che sono bosoni e quindi hanno spin intero)
che emergono in uno stato entangled da un cristallo nonlineare mostrando come ci sia comunque
un isomorfismo con l’esperimento di Bohm, fatte le mappature tra stati di spin |+〉, |−〉 e stati
di polarizzazione |H〉, |V 〉.

Seguiamo qui per semplicità Bohm: le conclusioni sono le stesse, ma l’esperimento, come
l’abbiamo fatto noi in laboratorio, è uguale a quello di [GK] con i fotoni. Prendiamo come
sistema quantistico un elettrone ed un positrone in uno stato di singoletto:3

|Φ〉 =
1√
2

(|+−〉 − | −+〉) (2.12)

questo stato, formato da questa coppia elettrone-antielettrone, può essere generato dal decadi-
mento spontaneo di un pione:

π0 → e+ + e− (2.13)

Le due particelle, come visto nello stato descritto dalla (1.47), sono in un stato di entangle-
ment e questo fatto generarerà cose molto interessanti. Lasciamo le due particelle allontanarsi
liberamente in direzioni opposte. Supponiamo che vi siano due misuratori dello spin posti a
distanza simmetrica dal punto in cui è stata generata la coppia (±L) costituiti da apparec-
chi Stern-Gerlach che si trovano nella posizione occupata da Alice e Bob, che sono orientati
in direzione ortogonale al moto delle particelle secondo la figura 2.1, entrambi lungo l’asse z
(â = b̂ = ẑ). La particella misurata da Alice avrà uno spin genericamente diretto lungo una di-
rezione giacente nel piano y, z e la particella misurata da Bob invece si troverà in una direzione
ancora casuale ma sempre giacente nel piano y, z.

Ciascuno dei due osservatori misura una serie di risultati causali in cui al 50% compare il
valore ~/2 e al 50% compare il valore −~/2.

3Questo nome deriva dai due possibili stati relativi alla sovrapposizione di due sistemi a spin 1/2 ( [LB], pg.
340): quando due sistemi a momento angolare 1/2 vengono sommati otteniamo un valore totale s = 0 che è lo
stato di singoletto che corrisponde al singolo stato

|0, 0〉 =
1√
2

(|+−〉 − | −+〉) (2.11)

oppure un valore totale s = 1 che corrisponde ai tre stati (tripletto)

|1, 1〉 = |+ +〉

|1, 0〉 =
1√
2

(|+−〉+ | −+〉)

|1,−1〉 = | − −〉
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Figura 2.1: Esperimento di EPR secondo Bohm

Dopo le misure Alice e Bob si ritrovano insieme e confrontano i loro risultati e scoprono che
tutte le misure sono perfettamente (anti)correlate4: quando Alice misura ~/2 Bob ha misurato
−~/2 e viceversa.

Da un certo punto di vista possiamo spiegare questa misteriosa coincidenza nel modo che
segue: supponiamo che spin up sia come una pallina rossa chiusa in una scatola (una particella),
e lo spin down sia come una pallina blu chiusa dentro ad un’altra scatola che rappresenta l’altra
particella5 prima della misura, e poniamo che questa misura duri un tempo molto piccolo,
tanto piccolo da non permettere in qualche modo alla particella in posizione A di informare la
particella in posizione B sullo stato che Alice ha ottenuto.6

Nel momento in cui Alice effettua la misura e trova spin-up (pallina rossa) subito può
pensare che Bob vedrà lo spin down (pallina blu). Questo perché abbiamo supposto che la
correlazione esista fin dall’inizio.

Questo modello è il cosiddetto sistema a variabili nascoste che potrebbe spiegare questa
perfetta correlazione. Però dovremmo accettare il fatto che il risultato della misura esiste fin
da prima della misura, i sistemi già in partenza sono correlati, come la correlazione che viene
introdotta nel modello delle palline nelle scatole, quando un deus ex machina intervenga nella
realtà decidendo di mettere una pallina rossa in una scatola e quella blu nell’altra scatola:
in questo caso la correlazione esiste a priori, anche se questa scelta iniziale avviene in modo
casuale classico.

La MQ prevede questa perfetta correlazione (e EPR lo sanno). La misura avviene applicando
l’operatore composto secondo il prodotto tensoriale S1z ⊗ S2z allo stato (2.12)

[S1z ⊗ S2z]|Φ〉 = [S1z ⊗ S2z]
1√
2

(|+−〉 − | −+〉) = −~2

4
|Φ〉 (2.14)

4Solo una gran parte in realtà: durante il tragitto la particella può essere disturbata o subire una deviazione
e non arrivare al rivelatore

5Il vero stato è dentro la particella ma non è accessibile fin dall’inizio dell’esperimento – si può conoscere
solo a giochi fatti, al momento della misura –, è cioè una variabile nascosta

6Cos̀ı non è possibile che lo spin del positrone si regoli di conseguenza perché non c’è nessuna conseguenza,
non c’è un evento che segue un altro, non essendo l’informazione sullo stato misurato della particella A ancora
arrivata alla particella B. Sembra una paranoia, ma non sapendo come funzionino le cose a questa scala di
grandezze non possiamo escludere nulla!
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Per ottenere questo risultato usiamo la linearità del prodotto tensoriale:

[S1z ⊗ S2z]
1√
2

(|+−〉 − | −+〉) =

= [S1z ⊗ S2z]
1√
2
|+⊗−〉 − [S1z ⊗ S2z]

1√
2
| − ⊗+〉

=
1

2
S1z|+〉 ⊗ S2z|−〉 −

1

2
S1z|−〉 ⊗ S2z|+〉

= −~2

4
|+−〉+

~2

4
| −+〉.

= −~2

4
|Φ〉 (2.15)

Ora, attenzione, il formalismo della MQ ci da un risultato in modo nemmeno tanto complicato,
che vedremo essere la migliore previsione della realtà sul mercato. Ciò che leggiamo nella (2.14)
è che i segni dei risultati di Alice e Bob sono sempre opposti : se Alice misura +~/2 lungo x, Bob
misura −~/2 lungo x; e se Alice misura +~/2 lungo z, Bob misura ~/2 lungo z. Questo è il fatto
sconcertante: pure senza scambio di informazione tra Alice e Bob (il tempo di misura lo abbiamo
preso trascurabile rispetto al tempo che impiegherebbe una informazione per viaggiare da Alice
a Bob) le misure sono perfettamente anticorrelate. E il risultato non dipende dalla particolare
orientazione degli strumenti. È questo, nella sostanza, il fenomeno dell’entanglement.

È importante aggiungere una nota operativa al quadro: la scelta dell’asse secondo il quale
misurare lo spin può essere scelto da Alice e da Bob (nell’esperimento ideale) all’ultimo istante
prima dell’arrivo della particella, in modo indipendente e casuale. Questo esclude che la correla-
zione sia preesistente la misura. Questo tipo di preoccupazione sarà importante da considerare
nell’esperimento reale per evitare falle di tipo libera scelta (free choice loophole, vedi 3.4.3).

Consideriamo ora il principio di località: come abbiamo già detto sopra ci mettiamo in una
condizione, ad una distanza tale tra Alice e Bob, che escluda la possibile interazione tra i due
sistemi nell’intervallo di tempo di misura. Ad esempio, nell’esperimento ideale descritto da [Z]
(pg. 159), Alice e Bob si trovano a 600 m di distanza, sulle opposte sponde del Danubio, e
la rilevazione della polarizzazione dei fotoni avviene in un nanosecondo, tempo sufficiente a
escludere qualsiasi interazione tra il fotone rivelato da Bob e quello rivelato da Alice (la luce
impiegherebbe 2 µs� 1ns per portare da Alice a Bob l’informazione sul risultato della misura)

Ecco ora il nocciolo della questione. Forte del risultato perfettamente anticorrelato,
Bob può smettere di misurare lo spin lungo x, perché Alice può predire con certezza il risultato
in base ai suoi risultati; se infatti Bob misurasse lo spin lungo la direzione x troverebbe il valore
opposto di quello misurato da Alice.

Inoltre poiché Alice può predire il risultato di Bob e può predirlo per qualsiasi direzione
di misurazione, vuol dire che entrambe le proprietà sono preesistenti e contenute nella regione
spazio temporale di Bob. Questo implica che le due informazioni relative a osservabili incom-
patibili esistano e siano potenzialmente determinate con certezza nello stesso istante. Questo
non significa che si esegua una misura simultanea delle due grandezze incompatibili, ma solo
che Alice può predirle sempre qualsiasi sia la direzione anche se in istanti diversi. Però se
l’informazione sui possibili risultati Alice la possiede sempre, è come se fossero in qualche modo
”nascoste” e conviventi all’interno dell’elettrone e che il rivelatore faccia uscire l’una oppure
l’altra.

Per la Meccanica Quantistica questo non è possibile per il principio di indeterminazione.
In sostanza Alice riesce nell’impresa di conoscere simultaneamente e con certezza il valore

di due osservabili incompatibili di Bob (Sx, Sz), violando il principio di indeterminazione.
Dunque secondo l’esperimento di EPR:

• è possibile dare realtà simultanea alle variabili coniugate, ossia la MQ è reale
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• è possibile mantenere la struttura locale della teoria perché ipotizziamo che non avvenga
uno scambio d’informazione istantaneo tra sistemi per determinare il risultato in modo
concordato, quindi la MQ è locale.

Allora in qualche modo siamo costretti ad ammettere che la teoria è locale e reale, e quindi se
la MQ afferma che non è possibile che questi elementi di realtà esistano contemporaneamente
allora è la funzione d’onda ad essere in difetto, a non raccontarci tutta la verità. Ci deve essere
una qualche pallina rossa dentro la scatola che la funzione d’onda non sa. Ossia la MQ non è
completa.
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Capitolo 3

Il teorema di Bell

Il teorema di Bell stabilisce che, nelle ipotesi di realtà e località per una teoria generale, una
certa quantità, combinazione lineare dei coefficienti di correlazione di certi eventi oggetto di
misura, deve obbedire ad una limitazione espressa in una disequazione.

Esiste un problema. I calcoli della MQ mostrano che questa quantità può non soddisfare
questa disuguaglianza.

Ma, se in un esperimento dimostrassimo che questa disequazione invece è soddisfatta, allora
potremmo concludere definitivamente che la MQ è una teoria reale e locale e quindi devono
esistere le variabili nascoste che in qualche modo suppliscono all’incompletezza della funzione
d’onda. E occorrerebbe rivedere cosa nella MQ ci porta ad essere costretti a sottostare al
principio di indeterminazione.

Ma non è cos̀ı.
Anche gli esperimenti confermano la violazione della diseguaglianza di Bell.
Ripercorriamo il teorema di Bell. Se la teoria è reale e locale, allora ragionando con EPR

dobbiamo ammettere che esiste una correlazione in partenza di cui però non possiamo avere
conoscenza subito a causa del fatto che questa realtà è nascosta. Cioè per qualche motivo
la correlazione iniziale mostrerebbe che delle variabili inaccessibili predeterminano il risultato.
Chiamiamo queste variabili “nascoste” (hidden). Esse sono le portatrici della realtà.

3.1 Lo scenario sperimentale

Lo scenario è ancora una volta dato dal Gedankenexperiment di EPR in cui sottolineiamo le
due ipotesi:

• (ipotesi di realtà) possiamo predire con certezza le variabili prima di misurarle, ossia
supponiamo che il valore esista anche se non lo misuriamo; questa è l’ipotesi che ognuna
delle grandezze misurabili possiede un elemento di realtà.

• (ipotesi di località) due sistemi remoti che eseguono una misura non comunicano a velocità
superluminale: quello che capita nel laboratorio A durante la misura dell’osservabile non
influenza istantaneamente la misura dell’osservabile corrispondente nel laboratorio B.

L’enunciato e la dimostrazione dell’assunto che Bell fa nel suo articolo [JB] si basa sulla
versione matematicamente più semplice della versione dell’esperimento di EPR dovuta a Bohm
e Aharonov. L’articolo di Bell prende dunque le mosse dalla riformulazione dell’esperimento di
EPR.

Supponiamo dunque che il sistema sia costituito da due particelle con spin (due elettroni, ad
esempio) generati in modo da costituire uno stato congiunto entangled e che dopo aver assunto

27
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Figura 3.1: Esperimento ideale per misurare le correlazioni tra le grandezze ottenute da due
laboratori remoti

questo stato si muovano liberamente nello spazio in direzioni opposte per un tempo sufficien-
temente lungo da separarsi di un intervallo di tipo spazio sufficiente ad escludere interazioni
tra i due sistemi durante il tempo della misura a cui sono sottoposti. Cioè i due elettroni
subiscono una misura dello spin in due laboratori remoti A (Alice) e B (Bob) simultaneamente:
i due laboratori sono in quiete rispetto ad uno stesso sistema di riferimento per evitare grane
relativistiche e sono abbastanza lontani per escludere qualsiasi comunicazione classica tra i due
durante il tempo di durata dell’esperimento, la misura durando poco rispetto al tempo che
impiegherebbe un segnale a velocità della luce per andare da A a B. Questo ci assicura che A
non può sapere cosa sta facendo B e viceversa.

Lo spin dell’elettrone di Alice sia descritto dal vettore di matrici di Pauli σA, e misuriamo
questo spin per mezzo di un dispositivo di Stern-Gerlach (SG) impostato nella direzione ~a.
Analogamente per Bob, che avrà l’elettrone descritto dalle matrici di Pauli σB e il dispositivo
di SG impostato lungo la direzione ~b.

La misura dello spin avviene, come descritto dalla proposizione 4, per proiezione dell’ope-
ratore di spin lungo l’asse dello SG:

Ŝ = ~a · σ (3.1)

dando come risultato i due autovalori ±1. Siamo nell’ambito di osservabili dicotomiche, grazie
al lavoro di semplificazione di Bohm: le osservabili possono assumere, quando misurate, solo
due valori mutuamente esclusivi.

Bell termina dicendo quale sarà il risultato dell’esperimento concettuale: se Alice misura
+1 allora Bob misurerà −1 oppure, se Alice misura −1 allora Bob misurerà +1.

Quindi, esclusa l’interazione a distanza, Alice può indovinare il valore dell’osservabile di Bob
senza sbagliare mai. La conclusione di EPR è, come abbiamo visto, che il valore dell’osservabile
di Bob è preesistente la misura di Bob quindi c’è un elemento di realtà che però non è dentro
la funzione d’onda.

3.2 Entrano in scena le variabili nascoste

Qui la novità del ragionamento di Bell: supponiamo che questo elemento di realtà sia nascosto
in una variabile aleatoria che, a sua volta, caratterizza la funzione d’onda. Come dice Bell “Let
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this more complete specification be effected by means of parameters λ”.
Non ci soffermiamo sulla natura di λ (se essa sia un numero reale, un vettore, una funzione,

oppure qualcos’altro ancora), lo scriviamo come se fosse un parametro reale e diciamo che con
il suo valore casuale determina il valore dell’osservabile. Quindi il risultato di Alice quando
misura σA · ~a è funzione di λ e ~a e il risultato di Bob quando misura σB ·~b è funzione di λ e ~b:

A(~a, λ) = ±1, B(~b, λ) = ∓1 (3.2)

Ora ci inventiamo una teoria che non è la MQ ma che da gli stessi risultati in modo tale da
ingannare i fisici, i quali pensano che la Natura si comporti come la MQ ma in realtà giochi con
loro a dadi. I risultati di una misura di una variabile aleatoria si trattano con la teoria delle
probabilità classica, quella di Kolmogorov per intenderci. Quindi il formalismo che adotteremo
adesso è mutuato da questa teoria.

Calcoliamo la correlazione tra i risultati delle due misure: essa è, per definizione, l’aspetta-
zione del prodotto delle due variabili:

C(~a,~b) = E[~a,~b] =

∫
Λ

dλρ(λ)A(~a, λ)B(~b, λ) (3.3)

dove ρ(λ) è una densità di probabilità (una funzione reale semidefinita positiva e a somma 1).
Per inciso si noti che nell’espressione delle A e B è implicita l’ipotesi di località, in quanto A
non è funzione anche di ~b e B non è funzione di ~a.

Qui è da intenderci cosa intendiamo con Λ: il valore della variabile nascosta a priori ha
due valori indipendenti per Alice e Bob, ma data la natura arbitraria possiamo pensare ad un
vettore in cui una componente è la variabile nascosta (locale) di Alice e un’altra la variabile
nascosta (locale) di Bob. Bell non si spinge oltre a questo proposito.

Per inciso, notiamo che anche nel formalismo della MQ è possibile fare questo calcolo e si
ha:

〈σA · ~a, σB ·~b〉 = −~a ·~b (3.4)

(è abbastanza semplice determinarlo: il prodotto di una matrice di Pauli con se stessa è
l’identità, vedi la (1.37)).

Ora vediamo come deve funzionare questa variabile nascosta per una singola particella
(siamo alla sezione III dell’articolo). Vediamo come funziona quando misuriamo lo spin della
particella che supponiamo si trovi in uno stato puro con ~s vettore di spin, un versore in uno spa-
zio tridimensionale. Questa, per inciso, è un’ammissione dell’ipotesi di realtà per l’osservabile ~s.
Nello stesso spazio tridimensionale facciamo abitare la variabile ~λ, che ora si caratterizza come
un vettore, alla quale diamo una distribuzione di probabilità uniforme nella semisfera positiva
~λ · ~s.

Il risultato della misura di ~σA · ~a sia

signλ · ~a′ (3.5)

con ~a′ vettore funzione di ~s e ~a in un modo che vedremo tra breve. quindi il risultato è ±1
eccetto che per un insieme di misura nulla (probabilità 0) nel quale i due vettori sono ortogonali
(e la misura darebbe 0). Calcoliamo il valore di aspettazione

〈σA · ~a〉 =

∫
Λ

d~λρ(~λ)sign~λ · ~a′ (3.6)

Ora per una data orientazione di ~a′, supponiamo che formi un angolo θ′ rispetto a ~s, suddivi-
dendo la semisfera in due settori, in uno dei quali l’angolo tra ~λ e ~a′ è tale che λ ·~a′ > 0 e quello
complementare rispetto alla semisfera, nel quale λ · ~a′ < 0 (vedi fig. 3.2).
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Figura 3.2: Calcolo di 〈σA · ~a〉

~a′

~b

~a

~b′

θ = π/4
θθ

Figura 3.3: Misura di spin nei due laboratori di Alice e Bob

Nella settore sferico di estensione angolare θ′, la funzione segno vale +1 e in quello di
estensione angolare π − θ′ vale −1 da cui il valore medio è

〈σA · ~a〉 = (−1)
θ′

π
+ (+1)

π − θ′
π

=
π − 2θ′

π
= 1− 2θ′

π
(3.7)

Ora se θ è l’angolo tra ~a e ~s, ~a essendo la direzione dello SG, possiamo supporre che il risultato
~a′ sia ottenuto da ~a ruotandolo verso ~p finché

1− 2θ′

π
= cos θ (3.8)

Questo consente di spiegare il valore predetto dalla MQ per mezzo dell’intervento delle variabili
~λ.

Ora torniamo alla misurazione nell’esperimento di Bohm dei due spin per mezzo di due SG
direzionati lungo ~a (Alice) e ~b (Bob) e sia θ = ∠~a,~b.

3.3 Enunciato

Vale il seguente
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Teorema 2 (di Bell, 1964). Date 4 direzioni a, a′ e b, b′ di misurazione nei due sottosistemi A
e B, separati da un intervallo di tipo spazio, nell’ipotesi che a governare i fenomeni sia una
teoria di variabili nascoste, allora vale al diseguaglianza∣∣∣C(~a,~b)− C(~a, ~b′)

∣∣∣+
∣∣∣C(~a′, ~b′) + C(~a′,~b)

∣∣∣ ≤ 2 (3.9)

Dimostrazione. Calcoliamo questa differenza tra correlazioni, per due misure successive in cui
a variare è solo l’orientazione del secondo SG:

C(~a,~b)− C(~a, ~b′) =

∫
dλρ(λ)

[
A(λ,~a)B(λ,~b)− A(λ,~a)B(λ, ~b′)

]
(3.10)

Ora per appesantire il meno possibile la notazione denotiamo con A′ = A(λ, ~a′) ecc, per cui la
differenza sotto integrale si può scrivere come

AB − AB′ = AB(1± A′B′)− AB′(1± A′B) (3.11)

Quindi

C(~a,~b)− C(~a, ~b′) =

∫
dλρ(λ)AB[1± A′B′]−

∫
dλρ(λ)AB′[1± A′B] (3.12)

Ora valgono le ipotesi di variabili dicotomiche (|A| = |B| = 1, che non sono altro che le (3.2))
e le proprietà delle densità di probabilità, da cui calcolando il valore assoluto della differenza
delle correlazioni si trova:∣∣∣C(~a,~b)− C(~a, ~b′)

∣∣∣ ≤ ∫
dλρ(λ)[1± A′B′] +

∫
dλρ(λ)[1± A′B] (3.13)

= 2±
[
C(~a′, ~b′) + C(~a′,~b)

]
(3.14)

da cui ∣∣∣C(~a,~b)− C(~a, ~b′)
∣∣∣+
∣∣∣C(~a′, ~b′) + C(~a′,~b)

∣∣∣ ≤ 2. (3.15)

Questa diseguaglianza in realtà è diversa da quella ottenuta da Bell, ed è la più generale
ottenuta da Clauser, Horne, Shimony e Holt, e per questo detta diseguaglianza di Bell-CHSH

Nel capitolo 5 vedremo come questa diseguaglianza sia violata se utilizziamo il formalismo
della MQ, come a mostrare che la MQ non è reale e locale.

3.4 Abbiamo un problema: le falle sperimentali (loopho-

les)

In generale, gli esperimenti sulle disuguaglianze di Bell, progettati per verificare se il mondo
reale obbedisca o meno al realismo locale, sono afflitti da una serie di “falle” (loopholes) che
falsano i risultati sperimentali in favore della teoria LHV. Vi sono tre falle principali.

3.4.1 Detection loophole (mancato rilevamento, o falla del rivelato-
re)

Negli esperimenti di test di Bell, un problema è che l’efficienza di rivelazione può essere inferiore
al 100%, come succede sempre negli esperimenti di ottica.

Questa lacuna modifica la forma della disuguaglianza di Bell.



32 CAPITOLO 3. IL TEOREMA DI BELL

Vediamo brevemente come cambiano le probabilità quando ammettiamo che un fotorivela-
tore non riveli tutti i fotoni che arrivano.

Supponiamo che in generale Alice e Bob possano manovrare un certo numero di variabili di
ingresso che, ad esempio, sono le possibili orientazioni dei polaroid. Siano in numero di mA per
Alice e mB per Bob. Nel nostro esempio ne abbiamo usate mA = mB = 4 per entrambi Alice
e Bob. Supponiamo anche che i possibili risultati del conteggio siano

a = ∅, 1, . . . , nA (3.16)

b = ∅, 1, . . . , nB (3.17)

dove entrambi i dispositivi possono anche ritornare ∅, cioè fare cilecca (il fotone arriva ma non
lo vedono).

Dopo aver eseguito un gran numero di misure, Alice e Bob possono incontrarsi a stimare le
correlazioni a priori, cioè prima di una operazione di post selezione. La probabilità congiunta
per Alice di misurare a fotoni dato che ha utilizzato l’impostazione x, e per Bob di misurare b
fotoni dato che ha utilizzato l’impostazione y, sarà:

P0[a, b|x, y] (3.18)

Facciamo l’ipotesi di località, o no-signaling :

P0[a|x, y] = P0[a|x], P0[b|x, y] = P0[b|y] (3.19)

In sostanza quello che misura Alice non dipende dall’orientazione del polaroid di Bob e viceversa.
Facciamo una ulteriore ipotesi: che le probabilità di rivelazione di Alice e Bob non dipendano

dalle impostazioni del misuratore (risultati equiprobabili) e da quello che succede nell’altro
esperimento (località). Sia ηA l’efficienza del rivelatore di Alice (ηB per Bob); allora l’ipotesi
appena formulata acquista la forma seguente nei due casi di Alice e Bob:

∀b, x, y, P0[a 6= ∅, b|x, y] = ηAP0[b|y] (3.20)

∀a, x, y, P0[a, b 6= ∅|x, y] = ηBP0[a|x] (3.21)

La probabilità che il rivelatore di Alice non faccia cilecca per qualsiasi impostazione del misu-
ratore suo e di Bob e per qualsiasi risultato di Alice e di Bob, è uguale alla sola probabilità
che Bob misuri y per l’efficienza del rivelatore di Alice (che è proprio la probabilità di non fare
cilecca). Analogamente per l’esperimento di Bob. In particolare

P [a 6= ∅, b 6= ∅|x, y] = ηAηB (3.22)

Ora Alice e Bob possono riconciliare i loro risultati dividendo, per cos̀ı dire, capre e pecore:
accumulando gli eventi conclusivi (quelle in cui viene rilevata una coppia di arrivi simultanei) e
scartando (con un’operazione di post-selezione) gli eventi non conclusivi, ossia gli eventi singoli
registrati dal correlatore ma non identificati come arrivo simultaneo di una coppia, cioè quando
una delle particelle non è stata rilevata. La probabilità di post selezione, o a posteriori è

Pps(a, b|x, y) = P0(a, b|x, y, a 6= ∅, b 6= ∅) =
P0[a, b|x, y]

P0[a 6= ∅, b 6= ∅|x, y]
(3.23)

dove si è applicato il teorema di Bayes. In sostanza si può conlcudere che

Pps(a, b|x, y) =
P0[a, b|x, y]

ηAηB
(3.24)

da qui il fatto che le correlazioni a posteriori vanno divise per ηAηB < 1
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Questo cambierà la disuguaglianza di Bell in

E[~a,~b|cond.]− E[~a, ~b′|cond.] + E[~a′, ~b′|cond.]− E[~a′,~b|cond.] ≤ 4

ηAηB
− 2 (3.25)

In MQ, il lato sinistro raggiunge 2
√

2, che è maggiore di due, ma per una efficienza < 100%
quest’ultimo formula ha un secondo membro più grande.

E a bassa efficienza (inferiore a 2(
√

2 − 1) ' 83%), la diseguaglianza non è più violata.
Quindi l’esistenza di basse efficienze fa propendere l’esperimento in favore della teoria a variabili
nascoste locali.

3.4.2 Locality loophole, o falla di causalità

Sorge quando le misure effettuate sulle due particelle non sono causalmente disconnesse, ovvero
quando i due apparati di misura non sono separati da un intervallo di tipo spazio. Il tempo
di misura non è inferiore al tempo di propagazione di un segnale tra i rivelatori (τ > ∆x/c),
ossia non viene rispettata la condizione riportata in 2.2. In sostanza è quando non possiamo
escludere che, in qualche modo, una particella possa inviare un qualche tipo di segnale alla sua
controparte entangled, un segnale che ad esempio informi la controparte su quale misura sta
venendo effettuata sulla particella.

3.4.3 “Freedom of choice” loophole, o falla della libera scelta

È simile alla precedente, solo che riguarda la possibilità che vi sia un qualche segnale che si
propaga dal dispositivo di misura alla sorgente. In qualche modo come se ammettessimo che
la sorgente, saputo cosa misureremo, decida in anticipo con quale stato inviare la particel-
la. Questo limiterebbe appunto, la nostra libertà di scegliere arbitrariamente l’osservabile da
misurare.
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Capitolo 4

Richiami sui laser

In questa sezione vengono brevemente richiamate alcune nozioni sulle parti tecniche dell’e-
sperimento: la tecnica dell’aggancio modale che è alla base della produzione di impulsi giganti
necessari ad operare in regime non lineare e il funzionamento dei cristalli che servono a produrre
coppie di fotoni entangled.

4.1 Mode locking

Questa tecnica consente la produzione di treni di impulsi ultrabrevi, cioè della durata dell’ordine
del pico o del femtosecondo. Durate cos̀ı brevi sono molto al di là delle possibilità dell’elettronica
convenzionale per produrre commutazioni del guadagno o delle perdite, che sono due delle
tecniche per ottenere laser impulsati.

Un laser normalmente oscilla su diversi modi longitudinali le cui frequenze sono separate da
una spaziatura tipica del risuonatore di Fabry-Perot:

νF =
1

TF
=

c

2d
(4.1)

d essendo la distanza tra gli specchi del risuonatore. Questi modi di solito oscillano indipen-
dentemente, ma per mezzo di un intervento esterno è possibile introdurre un accoppiamento,
agganciando le fasi dei singoli modi.

In generale la sovrapposizione di N modi di frequenza multipla della frequenza centrale ν0:

νq = ν0 + qνF (4.2)

da origine ad un campo:

U(z, t) =
∑
q

Aqe
i2πνq(t−z/c) (4.3)

dove i fattori Aq sono dei numeri complessi che caratterizzano il modulo e la fase di ogni modo.
Il modulo |Aq| è funzione della curva di guadagno del mezzo e delle perdite, mentre la fase
argAq è casuale, a meno che non interveniamo per agganciare queste fasi tra di loro.

Supponendo che i moduli dei modi siano tutti uguali e in fase, si ottiene, usando la (4.2) e
raccogliendo l’esponenziale con ν0:

U(z, t) = A(t− z/c)ei2πν0(t−z/c) (4.4)

dove

A(t) =
∑

Aqe
iq2πt/TF (4.5)
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TF

TF/N

I

t

Figura 4.1: Treno d’impulsi risultanti dalla sovrapposizione di modi con fase agganciata

Se prendiamo tutti gli Aq = A ∈ R, la (4.5) è una somma parziale di una serie geometrica per
cui:

A(t) = A
sinNπt/TF

sin πt/tF
(4.6)

e quindi l’intensità è data da:

I(z, t) = |A|2 sin2Nπt/TF
sin2 πt/TF

(4.7)

L’intensità è rappresentata in fig. 4.1 da cui si può intuire il treno e anche quanto possano essere
resi brevi gli impulsi. Questa durata nei laser reali può arrivare anche a 10fs. La spaziatura
temporale tra gli impulsi è 2d/c mentre la durata di un impulso è pari a 2d/Nc. Quindi
agganciando un gran numero di modi (N →∞) si può rendere questo tempo molto piccolo.

L’aggancio di fase si ottiene per mezzo di uno switch ottico posto all’interno della cavità
che lascia passare soltanto gli impulsi giganti: poiché le fasi sono scorrelate, quando avvie-
ne casualmente un aggancio, quell’impulso (e solo quello) verrà amplificato e continuerà ad
autosostenersi.

4.2 Effetti non lineari: SPDC

In un materiale lineare si verifica che la polarizzazione del mezzo sia proporzionale al campo
elettrico secondo una costante:

P = ε0χE (4.8)

dove ε0 è la costante dielettrica del vuoto e χ la permeabilità elettrica del mezzo. La relazione
tra campo elettrico e polarizzazione è in generale di tipo tensoriale, cioè il fattore ε0χ è in
generale una matrice 3× 3.

Questa equazione è una buona approssimazione per bassi valori del campo elettrico. Per
campi elettrici intensi la deformazione degli orbitali e lo stress a cui sono sottoposti i legami
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molecolari, suggeriscono una forma più completa contente valori del campo quadratici o di
potenza superiore:

P = ε0(χE + χ(2)E2 + χ(3)E3 + . . .) (4.9)

I termini non lineari divengono apprezzabili per valori intensi del campo elettrico raggiungibili
soltanto con il laser. Supponendo che il mezzo sia isotropo, cosicché i vettori E e P sono
paralleli, l’equazione delle onde per il campo elettrico assume la forma

∇2E − 1

c2
0

∂2E

∂t2
= µ0

∂2P
∂t2

(4.10)

Esprimendo il vettore polarizzazione come somma di due contributi, quello dipendente dal cam-
po elettrico più i termini dipendenti da potenze del campo ≥ 2, si ottiene questa scomposizione
del vettore P :

P = ε0χE +
(
2dE2 + 4χ(3)E3 + . . .

)
= ε0χE + PNL (4.11)

e riscrivendo le costanti in funzione delle sole c (velocità della luce nel mezzo) e µ0 (per-
meabilità magnetica del vuoto) si ottiene un’equazione ricorsiva che è alla base della prima
approssimazione di Born:

∇2E − 1
c0
∂2E
∂t2

= −S (4.12)

S = −µ0
∂2PNL

∂t2
(4.13)

Questa forma suggerisce un modello in cui nel materiale incidano un campo elettrico E e una
sorgente di radiazione S(E). La soluzione per via iterativa della (4.12) costituisce la prima
approssimazione di Born per l’ottica non lineare del secondo ordine. In sostanza ci fermiamo
al quadrato del campo elettrico nella (4.9).

I fotoni che ci interessa generare (quelli entangled) vengono prodotti da fenomeni di mixing
a tre onde. Si tratta di considerare lo spettro del campo elettrico come costituito da due
frequenze:

E(t) = (Re){E(ω1)eiω1t + E(ω2)eiω2t} (4.14)

La parte non lineare della polarizzazione contiene cinque componenti a frequenza rispettiva-
mente: 0, 2ω1, 2ω2, ω− = ω1 − ω2, ω+ = ω1 + ω2:

PNL(0) = d
(
|E(ω1)|2 + |E(ω2)|2

)
(4.15)

PNL(2ω1) = dE(ω1)E(ω1) (4.16)

PNL(2ω2) = dE(ω2)E(ω2) (4.17)

PNL(ω−) = 2dE(ω1)E∗(ω2) (4.18)

PNL(ω+) = 2dE(ω2)E(ω2) (4.19)

Il fenomeno che ci interessa in questo caso è la comparsa della differenza delle frequenze, quello
che va sotto il nome di frequency down-conversion.

Per generare queste onde, è necessario che durante la loro propagazione nel mezzo, ven-
ga soddisfatta anche la condizione di fase (phase-matching condition) sul vettore d’onda (la
condizione di fase per le frequenze è semplicemente ω3 = ω1 − ω2):

k3 = k1 + k2 (4.20)

Siamo di fronte in sostanza ad una interazione a tre onde (three wave mixing), nel senso che
ci sono tre frequenze in gioco. I tipi di interazione parametrica sono 4, a seconda di qual è
la frequenza di ingresso e quella di uscita. Quella che viene usata nel nostro esperimento è
l’emissione parametrica spontanea verso il basso (Spontaneous Parametric Down-Conversion o
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SPDC, genericamente tradotto in italiano come emissione spontanea parametrica) che è quella
che prevede un segnale di pompa con frequenza ω3 e la fuoriuscita dal cristallo di due onde,
rispettivamente a frequenze più basse ω1 e ω2 = ω3−ω1. Queste onde vengono tradizionalmente
dette segnale S e onda inattiva I (idle) e rispettano la condizione di fase per il vettore d’onda
(da questa relazione di fase l’attributo parametric).

Sono possibili due tipi di SPDC:

• SPDC di tipo I in cui la polarizzazione delle onde S, I è uguale e ortogonale rispetto al
segnale di pompa;

• SPDC di tipo II in cui le polarizzazioni dei segnali di uscita S ed I sono ortogonali e, a
causa della birifrangenza del cristallo, le onde sono emesse lungo due coni (sulle generatrici
di ciascuno di questi è rispettata la condizione di fase), uno con l’asse parallelo all’asse
ordinario del cristallo e l’altro parallelo all’asse straordinario.

A noi interessa il tipo II perché succede qualcosa di interessante: lungo le superfici dei coni
la polarizzazione dei fotoni è costante; ma cosa succede nelle direttrici di intersezione dei due
coni? I fotoni possono avere a priori entrambe le polarizzazioni: siamo cos̀ı riusciti a produrre
uno stato misto, i fotoni fuoriuscenti dai due assi di intersezione sono fotoni entangled.

4.2.1 Funzionamento dell’SPDC dal punto di vista della MQ

Il formalismo della MQ ci suggerisce come venga distrutto un fotone di pompa e ne vengano
creati due (ordinario e straordinario).

Per un processo di emissione spontanea di tipo I l’hamiltoniano ha questa forma:

Ĥ = χ(2)âpâ
†
oâ
†
s +O(χ(3)) (4.21)

per cui lo stato in cui c’è un fotone di pompa e zero fotoni in uscita:

|1〉p|0〉o|0〉s (4.22)

viene mandato nello stato in cui il fotone di pompa è distrutto e vengono creati spontaneamente
due fotoni ordinario e straordinario:

âpâ
†
oâ
†
s|1〉p|0〉o|0〉s → |0〉p|1〉o|1〉s (4.23)

L’attributo spontaneous dello SPDC sta proprio qui: i fotoni di uscita sono generati da stati
di vuoto. Si noti come per piccoli campi elettrici la costante χ(2) sia piccolissima per cui questi
fenomeni non si osservano per campi elettrici di intensità ordinaria.

Nei processi di emissione di tipo II invece la diversa orientazione dei vettori d’onda e
diversa polarizzazione (H e V ) dovuta alla birifrangenza, portano al seguente operatore di
creazione/annichilazione (o hamiltoniano di interazione):

Ĥ = χ(2)(âpâ
†
V oâ

†
Hs + âpâ

†
Hoâ

†
V s) +O(χ(3)) (4.24)

Questo hamiltoniano rende conto della sola generazione dei fotoni lungo le direttrici quin-
di dobbiamo supporre di mettere uno schermo con due fori in direzione delle direttrici di
intersezione dei due coni.

Ora possiamo calcolare il risultato dell’azione del cristallo SPDC II calcolando l’evoluzione
dello stato dalla risolvente dell’equazione di Schröedinger approssimata al secondo ordine in t
(supponiamo che H non dipenda da t):

|ψ(t)〉 = exp

[
− i
~
tHI

]
|ψ(0)〉 ' [1− it/hH +

1

2
(−it/hH)2]|ψ(0)〉 (4.25)
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Figura 4.2: Emissione spontanea di tipo II e produzione di stati entangled

Con un cristallo SPDC di tipo II nello stato iniziale vuoto

|ψ(0)〉 = |0〉V s|0〉Hs|0〉V i|0〉Hi (4.26)

(supponiamo che inizialmente vi sia lo stato di vuoto per entrambe le polarizzazioni verticale e
orizzontale di entrambi i fasci ordinario/straordinario) la soluzione dell’equazione differenziale
è:

|ψ(t)〉 = k1|0〉V s|0〉Hs|0〉V i|0〉Hi + k2(|1〉V s|0〉Hs|0〉V i|1〉Hi + |0〉V s|1〉Hs|1〉V i|0〉Hi) (4.27)

Per gestire un po’ meno di indici, facciamo questa posizione per entrambi i fasci ordinario e
straordinario:

• |0〉 = |0〉V |0〉H
• |V 〉 = |1〉V |0〉H
• |H〉 = |0〉V |1〉H

e questo ci consente di scrivere il secondo termine diverso dallo stato di vuoto (normalizzandolo
e quindi riscalando le costanti) come

|Ψ+〉 =
1√
2

(|V 〉s|H〉i + |H〉s|V 〉i) (4.28)

Riconosciamo uno dei 4 stati di Bell di cui ci serviremo nell’esperimento per verificare le
violazioni della diseguaglianza omonima.
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Capitolo 5

L’esperimento

Lo scopo dell’esperimento è quello di dimostrare la violazione della disuguaglianza di Bell per
coppie di fotoni entangled.

5.1 Descrizione del setup

Lo stato di Bell |Ψ+〉 (prodotto dall’SPDC di tipo II, vedi (4.28)) si può produrre semplicemente
prendendo, cos̀ı come sono, i fasci di uscita dal cristallo che vengono prodotti da una lamina
SPDC di tipo II.

Il layout dell’esperimento è illustrato in Figura 5.1.
Per sfruttare la non linearità del cristallo SPDC è necessario avere un laser impulsato. Per

ottenerlo si mettono in serie tre laser:

1. un laser a semiconduttore che emette sulla lunghezza d’onda di 808 nm (viola), il quale
pompa

2. un laser a neodimio Nd-YAG (a 4 livelli) che emette sulla lunghezza d’onda 1064 nm, del
quale si seleziona la seconda armonica (532 nm), con la quale si pompa

3. un laser Titanio-zaffiro Ti3+:Al2O3 che viene fatto funzionare in mode locking nuovamente
sulla lunghezza d’onda di 808 nm.

Questa catena è necessaria perché, ancorché il fascio prodotto sia comunque viola, il primo
stadio è un laser in continua ma, per sfruttare le proprietà della lamina SPDC occorre eccitare
il cristallo con un campo intenso in modo tale da evidenziare la produzione della seconda
armonica, come spiegato nella sezione 4.2. Questo si ottiene solo con un laser impulsato, quindi
con il terzo stadio.

I fotoni ordinario e straordinario (due fotoni rossi) nascono, in media, sul piano di mezzeria
del cristallo e hanno una velocità di gruppo differente dovuta alla differenza tra i coefficienti
di rifrazione lungo i due assi per cui i fotoni fuoriescono dallo SPDC non simultaneamente: lo
stato V risulta in anticipo di un ∆t > 0 rispetto allo stato H. La larghezza degli impulsi è
molto inferiore a questo ritardo e quindi possono essere ritenuti approssimazioni di due impulsi
di Dirac. Il fatto che i fotoni partano in istanti diversi costituisce un problema quando dovremo
identificare le coppie di fotoni entangled, poiché per riconoscerli devono arrivare simultanea-
mente ai due rivelatori. Per cui il primo elemento che il fascio incontra all’uscita dall’SPDC (a
parte le ottiche di collimazione e guida dei fasci) è un ritardatore che compensa il ∆t. Questo
gruppo è costituito da un cristallo BBO che splitta il fascio ordinario in altre due componenti
H e V : il ritardo di V rispetto ad H risulta quindi compensato e però gli stati risultano in-
vertiti, per cui si aggiunge una lamina mezz’onda per invertirli nuovamente. Il primo blocco
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Figura 5.1: Schema del setup sperimentale.

complessivamente fa in modo che i fotoni partano insieme con la polarizzazione che avevano
all’uscita dallo SPDC.

Una lamina quart’onda muta la polarizzazione lineare in ellittica, ma in questo esperimento
viene mantenuta in modo da non alterare lo stato di polarizzazione rettilinea dei fotoni uscenti
dal BBO.

Una lamina a mezz’onda finalmente orienta il piano di polarizzazione lungo le direzioni di
figura 5.2: nel setup ideale descritto in [GK], e riportato in fig. 3.1, si misurano simultaneamente
i quattro stati; ma nel nostro caso, utilizzando soltanto due rivelatori anziché quattro, dobbiamo
misurare questi due stati con due misure successive. Quindi per ogni misura si orientano
diversamente da una misura all’altra queste lamine agendo su un azionamento elettronico. In
tutto è necessario prendere 4 misure per ogni coppia di stati.

5.1.1 Caratteristiche dei fotorivelatori

Un rivelatore di fotoni ha due caratteristiche principali:

• l’efficienza quantica q che è la probabilità di misurare un fotone quando questo arriva al
rivelatore
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Figura 5.2: Caratteristica voltamperometrica di uno SPAD

• la probabilità di conteggio oscuro, o dark count, d, che è la probabilità di rilevare la
presenza un fotone anche quando non c’è alcun fotone, di solito una manifestazione di
rumore di tipo termico.

Idealmente si vorrebbe d = 0 e q = 1. Tipicamente d = 10−5 (il rivelatore si “inventa” un
fotone ogni 100000), q = 25% (il rivelatore perde 3 fotoni su 4).

Come è noto, la potenza dell’impulso in watt diviso per un quanto di energia hν non è altro
che l’intensità µ del processo di Poisson cioè il numero di fotoni in arrivo per unità di area.

La rivelazione a singolo fotone avviene tramite un dispositivo detto SPAD (Single Photon
Avalanche Diode) che è un fotodiodo a effetto valanga adatto a misurare singoli fotoni. Il
numero di fotoni in arrivo in un certo periodo di osservazione (time slot) è proporzionale alla
potenza del segnale.

La caratteristica voltamperometrica degli SPAD è illustrata in figura 5.1.1. La tensione
VBD è la tensione di breakdown, la tensione minima che applicata alla giunzione consente,
all’arrivo di un solo fotone, di provocare una valanga di coppie elettrone-lacuna. Il fotodiodo è
infatti operante nella regione di scarica (breakdown) in polarizzazione inversa della giunzione.
In questo range il fotorivelatore si dice anche funzionare in modalità Geiger.

5.2 Misura degli stati di Bell

Le osservabili A(θ) e B(φ) assumono i valori ±1 trattandosi di grandezze dicotomiche. In
particolare:

• A(θ) = +1 se θ = |θ〉1 (ovvero se il fotone esce dal fascio ordinario di Alice);

• A(θ) = −1 se θ = |θ⊥〉1 (ovvero se il fotone esce dal fascio straordinario di Alice);

e, analogamente

• B(φ) = +1 se φ = |φ〉2 (ovvero se il fotone esce dal fascio ordinario di Bob);

• B(φ) = −1 se φ = |φ⊥〉2 (ovvero se il fotone esce dal fascio straordinario di Bob);

Possiamo fare a meno di scrivere il pedice 1,2 perché è sottinteso che |θ〉 è lo stato misurato da
Alice (1) e |φ〉 è lo stato misurato da Bob (2). La correlazione tra gli eventi θ e φ è, in base
alla sua definizione:

C(θ, φ) =
∑

x∈{|θ〉,|θ⊥〉}
y∈{|φ〉,|φ⊥〉}

A(x)B(y)P [θ = x, φ = y] (5.1)

= +1P [|θ〉, |φ〉] + 1P [|θ⊥〉, |φ⊥〉]− 1P [|θ〉, |φ⊥〉]− 1P [|θ⊥〉|φ〉] (5.2)
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A questo punto, raccolti gli arrivi simultanei, abbiamo i dati riportati in tabella 5.2. Il nu-
mero nella colonna è proporzionale alla probabilità di rivelare i fotoni dei vari stati. Per una
coppia di misure (θ, φ) questa correlazione viene calcolata con la legge dei grandi numeri, cioè
approssimando la probabilità con le frequenze relative:

C(θ, φ) = lim
N→∞

1

N

(
n(θ, φ) + n(θ⊥, φ⊥)− n(θ⊥, φ)− n(θ, φ⊥)

)
(5.3)

In realtà questo conteggio si fa quando abbiamo a disposizione 4 rivelatori, due per canale,
in modo tale da poter misurare simultaneamente i quattro stati; nel nostro caso abbiamo
due fotorivelatori, uno per canale; di potrebbe spostare il fotorivelatore dopo ogni misura
sull’altra faccia del PBS per misurare lo stato ortogonale, ma per questioni di praticità si
preferisce eseguire comunque due misure ma agendo sulla polarizzazione dei fotoni in volo e
quindi dobbiamo fare due misure successive, che in tabella 5.2 sono espresse con

|θ〉 = 0(+), |θ⊥〉 = π/2(−) (5.4)

|θ′〉 = π/4(−), |θ′⊥〉 = π/4 + π/2(+) (5.5)

|φ〉 =
3

8
π(−), |φ⊥〉 =

3

8
π + π/2(+) (5.6)

|φ′〉 = −3

8
π(+), |φ′⊥〉 = −3

8
π + π/2(−) (5.7)

come illustrato in figura 5.2.

θ(+)

θ⊥(−)

θ′ = π
4
(+)θ′⊥ = π

4
+ π

2
(−)

ψ = 3
8
π(+)

ψ⊥ = 3
8
π + π

2
(−)

ψ′ = −3
8
π(+)

ψ′⊥ = −3
8
π + π

2
(−)

Figura 5.3: Angoli di misura con i quali sono stati impostati i polarizzatori

I conteggi sono stati effettuati con un blocco di concidence monitoring nel quale vengono
identificate e accumulate le coincidenze. Il blocco logico è simile a quello di figura 5.2, eccetto
per il fatto che i detector, come detto, sono due e non 4:

I valori degli angoli di misura sono tali da massimizzare il parametro di Bell:

S(θ, θ′, φ, φ′) = C(θ, φ)− C(θ, φ′) + C(θ′, φ) + C(θ′, φ′) (5.8)

Nel caso della MQ il valore delle correlazioni è dato da

C(θ, φ) = − cos 2(θ − φ) (5.9)
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Figura 5.4: Coincidence monitor per il conteggio degli eventi
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Figura 5.5: Andamento del parametro di Bell (caso della MQ) in funzione dell’angolo α.

Supponendo quindi di prendere i quattro vettori secondo gli angoli:

θ = 0, θ′ = α, φ = 2α, φ′ = 3α (5.10)

in modo tale da poter ricavare la dipendenza di S da un solo parametro libero:

S(α) = −3 cos(2α) + cos(6α) (5.11)

si ha che la (5.8) calcolata per la MQ presenta diversi estremali nei quali |S| > 2 (vedi fig.
5.2): ci mettiamo in queste condizioni (in generale per altri valori degli angoli la diseguaglianza
di Bell potrebbe essere non violata!) per metterci nel caso peggiore cioè quello di maggiore
discordanza tra MQ e LHVT. In particolare prendiamo la soluzione α = 3π

8
da cui abbiamo

i valori (5.7). Nell’esperimento non si è adottata la regola della costanza tra un angolo ed il
successivo, ma si sono scelti θ, θ′, φ e φ′ in modo tale da ottenere un α nei primi due massimi
del grafico di fig. 5.2.

I valori σn sono le deviazioni standard dei conteggi che, trattandosi di variabili aleatorie di
Poisson, sono la radice quadrata del valore medio.

5.3 Calcolo e scoperta della violazione

I quattro termini di correlazione per calcolare il parametro di Bell sono riassunti in tabella 5.3
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N A B avl θ avl φ n σn
2 θ φ + + 4200 65
3 θ φ⊥ + − 690 26
4 θ φ′ + + 3900 62
5 θ φ′⊥ + − 740 27
8 θ⊥ φ − + 750 27
9 θ⊥ φ⊥ − − 4400 66

10 θ⊥ φ′ − + 750 27
11 θ⊥ φ′⊥ − − 4300 66
15 θ′ φ + + 750 27
16 θ′ φ⊥ + − 4200 65
17 θ′ φ′ + + 3750 61
18 θ′ φ′⊥ + − 1030 32
21 θ′⊥ φ − + 4000 63
22 θ′⊥ φ⊥ − − 820 29
23 θ′⊥ φ′ − + 850 29
24 θ′⊥ φ′⊥ − − 3700 61

Tabella 5.1: Tabella delle misure

S σ
C(θ, φ) 0,7131 0,0054
C(θ′, φ) -0,6786 -0,0054
C(θ, φ′) 0,6925 0,0055
C(θ′, φ′) 0,5970 0,0052

Tabella 5.2: Tabella dei termini di correlazione
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I valori sono stati calcolati secondo queste equazioni1

C(θ, φ) =
〈θ, φ〉+ 〈θ⊥, φ⊥〉 − 〈θ⊥, φ⊥〉 − 〈θ⊥, φ〉
〈θ, φ〉+ 〈θ⊥, φ⊥〉+ 〈θ⊥, φ⊥〉+ 〈θ⊥, φ〉 (5.12)

C(θ′, φ) =
〈θ′, φ〉+ 〈θ′⊥, φ⊥〉 − 〈θ′⊥, φ⊥〉 − 〈θ′⊥, φ〉
〈θ′, φ〉+ 〈θ′⊥, φ⊥〉+ 〈θ′⊥, φ⊥〉+ 〈θ′⊥, φ〉 (5.13)

C(θ, φ′) =
〈θ, φ′〉+ 〈θ⊥, φ′⊥〉 − 〈θ⊥, φ′⊥〉 − 〈θ⊥, φ′〉
〈θ, φ′〉+ 〈θ⊥, φ′⊥〉+ 〈θ⊥, φ′⊥〉+ 〈θ⊥, φ′〉 (5.14)

C(θ′, φ′) =
〈θ′, φ′〉+ 〈θ′⊥, φ′⊥〉 − 〈θ′⊥, φ′⊥〉 − 〈θ′⊥, φ′〉
〈θ′, φ′〉+ 〈θ′⊥, φ′⊥〉+ 〈θ′⊥, φ′⊥〉+ 〈θ′⊥, φ′〉 (5.15)

Rispetto ai valori che ci sono stati forniti nel foglio elettronico compilato durante la presa delle
misure, devo far notare una differenza nei segni di due dati:

• nel calcolo di C(θ′, φ) (5.13) il risultato è negativo;

• nel calcolo di C(θ′, φ′) (5.15) il risultato è positivo.

Tuttavia il risultato è identico. La formula del parametro di Bell non è quella riportata in [GK]
ma la (3.9).

Il calcolo dell’errore sulle correlazioni discende dalla formula di propagazione. Tutte le
correlazioni calcolate hanno la forma seguente:

C =
x+ y − z − t
x+ y + z + t

(5.16)

dove x, y, z e t sono i conteggi di fotoni per ciascuna quadrupla di misurazioni (ad esempio,
dalla (5.13) è θ, φ, θ⊥, φ⊥). Dalla (5.16) segue che

∆C =
∑ ∂C

∂xi
∆xj = −2

(x+ y)(∆z + ∆t)− (z + t)(∆x+ ∆y)

(x+ y + z + t)2
(5.17)

Da cui otteniamo i valori di tabella 5.3 e finalmente il valore del parametro di Bell entro i limiti
dei valori sperimentali:

S = 2.68± 0.02 (5.18)

Il valore massimo teorico previsto dalla MQ (2.83, secondo la 5.11), effettivamente è oltre
l’incertezza totale dell’esperimento, come ci si sarebbe potuto aspettare (i loopholes spostano i
risultati nella direzione tale che sia soddisfatta la disuguaglianza di Bell). Tuttavia l’intervallo
di incertezza è indubbiamente sopra il limite fissato da Bell.

5.4 Conclusioni

L’esperimento è stato condotto senza alcuna precauzione a riguardo delle tre falle sperimentali
a cui si è accennato in sez. 3.4. Tuttavia nessun esperimento vero finora realizzato è emendato
da tutti i tre loopholes e, considerato il valore didattico dell’esperienza, si può già ritenere un
buon risultato.

5.5 Postfazione

Nel 2015, poco dopo queste misure prese al laboratorio di via Trasea e la scrittura di queste
note, è stato eseguito l’esperimento che ha chiuso tutti i loopholes [H], concludendo quindi
definitivamente che la MQ non è né reale né locale.

1Indico con 〈, 〉 il numero di conteggi per la coppia di angoli indicata.
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What can we conclude? This is one aspect of “quantum non-locality”, in which it is only at
the last moment, the moment we do the final measurement, when the photon is detected, that in

some way the complete story will be frozen, including the past.[...] it seems that the past is
affected by the measurement we are doing in the present.

Alain Aspect,
dal suo cortometraggio C’est l’Histoire d’un Photon

http://histoires-courtes.fr/#page=Aspect
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